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  LA DUPLICAZIONE DEL CUBO


  Storia, geometria e algebra di un antico problema matematico


  ANTEPRIMA
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  I


  Il problema di Delo


  
    La duplicazione del cubo è uno dei problemi classici della geometria assieme a la quadratura del cerchio e la trisezione dell’angolo. I tre problemi, studiati dai geometri greci tra il 600 a.C. e il 200 a.C., hanno attraversato la storia della matematica fino alla metà del 1800, quando si dimostrò che essi erano irrisolvibili con il solo uso della riga e del compasso. Per i greci le costruzioni con riga e compasso rispondevano a una esigenza ben più profonda di quella legata all’estetica e all’eleganza. L’idea che gli elementi semplici fossero all’origine di tutte le cose doveva essere confermata anche nelle costruzioni delle figure geometriche, ricorrendo ai due strumenti essenziali della geometria: la riga e il compasso. La predilezione dei greci per tale criterio era puramente ideale, ma, d’altra parte, ogni altro strumento utilizzato per la rappresentazione pratica delle figure, così come per la risoluzione di problemi, da un punto di vista operativo, ha la stessa valenza dell’uso della riga e del compasso.


    Il problema della duplicazione del cubo consiste nel costruire un cubo che abbia volume doppio rispetto a quello di un cubo assegnato. Indicato con l lo spigolo del cubo noto, e con x quello del cubo di volume doppio, avremo:


    V = l³


    2V = x³ → V =x³/2


    Uguagliando


    x³/2 =l³


    x³ =2l³


    x = l· ³√2


    Posto l = 1 → x = ³√2. Si trattava dunque di tracciare un segmento di tale lunghezza utilizzando esclusivamente una riga non graduata e un compasso.


    Il problema della duplicazione del cubo è un ampliamento di quello della duplicazione del quadrato, cioè calcolare il lato di un quadrato che abbia area doppia rispetto a un quadrato di lato dato. In formule:


    a = l²


    2a = x² → a =x²/2


    x²/2 =l²


    x² = 2 l²


    x =l·√2


    Posto l = 1 →  x = √2, coincidente con la diagonale del quadrato. Quindi in questo caso il problema era facilmente risolvibile con l’uso della sola riga (fig. 1).
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    Il problema della duplicazione del cubo risultò invece assai più difficile, in quanto spostava la questione dalle radici quadrate alle radici cubiche.


    *


    Una leggenda attribuita a Teone (di Smirne; 70 - 135) (v. App. I/1), narra che il problema della duplicazione del cubo sorse quando gli abitanti dell’isola di Delo interpellarono l’oracolo per chiedere al dio Apollo quale dono gradisse per porre fine a una terribile pestilenza che mieteva vittime tra la popolazione. Tramite l’oracolo, Apollo rispose che desiderava venisse raddoppiato il cubo posto sull’altare a lui dedicato (fig. 2).


    [image: cubo nel tempio]Fig. 2


    Gli abitanti di Delo esaudirono il desiderio costruendo un cubo di spigolo doppio rispetto al precedente, moltiplicando così per otto il suo volume. La peste anziché essere debellata aumentò, finché capirono che il dio Apollo richiedeva venisse raddoppiato il volume del cubo e non lo spigolo. Da qui il problema di calcolare il lato del cubo con volume doppio rispetto al precedente. Un’altra leggenda, riportata da Eratostene (di Alessandria; 275 – 195 (?) a. C.) (v. App. I/2) in una lettera al re Tolomeo III, narra che durante la messa in scena di una tragedia teatrale furono sollevate critiche al sepolcro a forma di cubo del re Glauco, adducendo che esso fosse inadeguato: “Piccolo sepolcro per un re: lo si costruisca doppio conservandone la forma; si raddoppino pertanto tutti i lati”. Eratostene scrive a re Tolomeo che l’ordine impartito era sbagliato, perché, in questo modo, si sarebbe costruito un cubo con un volume otto volte maggiore di quello precedente. E gli spiega succintamente il problema della duplicazione del cubo.


    *


    Fu Ippocrate (di Chio; 470 – 410 a.C.) (v. App. I/3), discepolo di Pitagora, il primo a tentare di risolvere il problema della duplicazione del cubo, applicando il metodo cosiddetto di riduzione. Esso consiste nel trasformare un problema in un altro, risolto il quale è risolto anche il problema iniziale. All’epoca già si sapeva come inserire un medio proporzionale tra due segmenti a e b conosciuti. Ciò era reso possibile dallo studio sui triangoli rettangoli e dall’applicazione del teorema di Pitagora. Tutti i triangoli inscritti in un semicerchio sono retti e l’altezza di uno qualsiasi di essi è media proporzionale tra le due proiezioni dei cateti sull’ipotenusa.


    [image: triangolo rettangolo in semicerchio]Fig. 3


    Pertanto erano in grado di inserire un medio proporzionale x tale che fosse valida la proporzione:


    a:x = x:b


    Con riferimento alla fig. 3, la costruzione è piuttosto semplice. Dati due segmenti a, b si traccia la semicirconferenza con centro nel punto medio di a + b e di raggio uguale ad (a+b)/2. Dall’estremo del segmento a, si traccia l’altezza x. Essa è il medio proporzionale cercato.


    Non era noto, invece, l’estensione di tale proporzione a due segmenti x e y, medi proporzionali tra due segmenti a e b dati. Ossia, tali che fosse valida la proporzione:


    a:x = x:y = y:b


    L’idea di risolvere tale questione è attribuita proprio a Ippocrate. Egli ragionò su una figura di un doppio triangolo rettangolo così come rappresentato in fig. 4.


    [image: due triangoli rettangoli perpendicolari]Fig. 4


    Dal primo triangolo rettangolo, di altezza x, si ricava la proporzione:


    a:x = x:y


    Dal secondo, di altezza y, si ricava la proporzione:


    x:y = y:b


    e quindi: a:x = x:y = y:b.


    Con un linguaggio più moderno, il procedimento di Ippocrate può essere descritto nel seguente modo. Dati due segmenti a e b, se ne devono costruire altri due tali che formino una catena di rapporti uguali, nei quali a e b siano gli estremi:


    a/x = x/y = y/b


    Dal primo e dal terzo rapporto si ricava:


    ab = xy da cui y = ab/x


    Dal primo e dal secondo rapporto si ha...


    continua...
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